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(discord 04.06.2020 )

Obliczenie pola dowolnego wieloboku zamknietego

Kontury figur podlegajacych obliczeniu powierzchni, w tym obrebéw, dziatek, kontu-
réow klas 1 uzytkdw sa przewaznie zbudowane z odcinkéw prostych, a zatem mierzone
obiekty sa wielobokami zamknigtymi. Z tego powodu podstawowym zagadnieniem z za-
kresu geodezyjnego rachunku pél jest obliczanie powierzchni wielobokéw réznymi meto-

dami 1 na podstawie réznych danych wyjSciowych.

\/ Obliczenie pola wieloboku w oparciu o jego podziat na tréjkaty

Wielobok o n bokach mozna za pomoca przekatnych
(w liczbie: n—3) podzieli¢ na n—2 tréjkatow (rys. 9.3), po
czym zmierzy¢ elementy potrzebne do obliczenia ich pdl
(z reguly podstawy i wysokosci). Pole wieloboku réwna sie
sumie pd! tréjkatéw, wehodzacych w jego skiad.

Opisany wyzej sposéb wyznaczenia pola dowolnego
wieloboku jest najczesciej stosowany w metodzie graficzne;j.
Na mapie wykresla si¢ otléwkiem delikatne, cienkie linie prze-
katnych wieloboku 1 wysokosci tréjkatéw, za§ po dokonaniu
pomiaru graficznego linie te usuwa gumka. Pézniej wykonuje
sig drugie obliczenie w oparciu o inne tréjkaty utworzone
przez przekatne wyprowadzone z drugiego wierzchotka wie-
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loboku (rys. 9.3). Wyniki obu obliczen powinny zachowa¢ zgedno$¢ w zakresie dopusz-
czalnej réznicy AP, obliczanej dla powierzchni dziatek ze wzoru:

@P —aP+ b-JF]

a = 0,002,
b =0,0004-M,

gdzie:

M — mianownik skali mapy, na ktérej mierzone sa pola.
Dla dziatki o powierzchni 1 ha (10000 m?) i skali mapy 1:1000 dopuszczalna réznica
dwukrotnego pomiaru graficznego AP wyniesie: £(20 m’+40 m?) =+60 m”.

(9.15)

Dlugosci pomierzonych odcinkéw oraz wyniki obliczen pdl zapisujemy w formula-

rzu, ktérego wzdr przedstawia tabela 9.1.

Tabela 9.1. Obliczenie pdl metoda graficzng poprzez podziat figury na tréikaty (fragment)

I obliczenie II obliczenie Poprawki Pole
Nr Nr - - :
Sl A Czynniki 2P, P.Ole. Czynniki 2 p’A P.ole' Pole Srednie | wyréwnane
a h m® | dziatki a h m® | dziatki ha a miha a -m
1 | 488] no| 537 5 55 | an g
32,—5 /Il | 488§ 370} 1806 | 1404 | 555 | 369 | 2048 | 14081} 0 14 06} 0 74 3
m | 420 11| 466 420 | 109 | 458




./ Obliczenie pola wieloboku zdjetego metoda rzednych i odcietych

1 2 Wielobok /-2-3-4 pokazany na rys. 9.4 zostat

: : podzielony linia pomiarowz i liniami domiaréw

prostokatnych na trapezy: /, /1, /11, IV, ktérych pola

mozna obliczy¢ na podstawie miar rzgdnych 1 od-

cietych. Réznice odcietych [ sa réwne wysoko-

$ciom, za$ rzedne h — podstawom trapezéw. Trape-

Rys. 9vks: Pk intowintaliok zy 111 majq §pegyﬁczny ks_ztait, poniewaz ich

na trapezy podstawy znajduja si¢ po przeciwnych stronach li-

nii pomiarowej. Przy zliczaniu pél tych trapezéw

do tacznej sumy, rzednej lezacej na zewnatrz wieloboku przypisuje si¢ znak minus. Zasada

ta nie dotyczy trapezéw II, IV, ktérych podstawy stanowia rzedne potozone po tych sa-
mych stronach linii pomiarowej. Podwdjne pole wieloboku wyniesie zatem:

2P=(+hy —hy)(l; =l)+hy + h)(l =1)+(hs <ho) (L 1)+ (hs + h3)(l L)

\/ Obliczenie pola wieloboku zdjetego metodg biegunowg

Domiarami biegunowymi i-tego wierzchotka wieloboku sa:
odlegto$¢ r; od znanego punktu O oraz kat kierunkowy & mie-
rzony na stanowisku O od kierunku orientacji x tego stanowiska
(rys. 9.5). Na podstawie wzoru (9.2) mozna obliczy¢ pole kaz-
dego z tréjkatéw, ktérego podstawe stanowi bok wieloboku, zas
wierzchotek punkt O. Tréjkaty 7, 1, II] oparte na bokach 7-2, 2-
3. 3-4 zawieraja fragment wieloboku, natomiast tréjkat /V znaj-
duje sie poza wielobokiem. Pole wieloboku /-2-3-4 jest rowne
sumie pdl tréjkatéw I, 11, [II pomniejszonej o pole tréjkata /V.
Otrzymamy zatem:

2P=r;-rysin (- @) + ryrysin (G5 — @) +

Rys. 9.5. Domiary bie- + ryrgsin (Qu— 0g) — ryery Sin (04— @)
gunowe wierzchotkow : A . 3 s B o
&l ook Powyzsze réwnanie mozna uporzadkowac, zmieniajac

dwukrotnie znaki na przeciwne w ostatnim skiadniku, dzigki
czemu ujawni sie prawidlowo$¢ pozwalajaca na sformulowanie wzoru og6lnego:

2P=r;-1> sin (G — @) + ryrysin (@ — @) + ry-rasin (Qu— ) + rah sin (@ — &),




\/ Obliczenie pola wieloboku ze wspéirzednych prostokatnych

Na podstawie wspdirzednych X, Y wierzchotkéw wieloboku mozna obliczy¢ jego po-
le, stosujac wyprowadzone nizej wzory trapezowe lub wzory Gaussa—L’Huiliera. Wielo-
bok, osie ukladu wspéirzednych oraz linie rzutujace jego wierzchotki na osie x, y wyzna-
czajg zgodnie z rys. 9.6 trapezy o podstawach réwnolegtych do osi x lub trapezy
o podstawach réwnolegtych do osi y. Pole wieloboku mozna rozpatrywa¢ jako sume pdl
trapezOw zawierajacych fragment wieloboku, pomniejszona o pola trapezéw znajdujacych
sie na zewnatrz wieloboku. Po zestawieniu pdél odpowiednich trapezéw o podstawach réw-
nolegtych do osi x otrzymamy:

2P=(X+X ) (Y=Y 1) - (X53+X5)(Y2-Y3) - (Xs+X3) (Y=Y +(X; +X)(Y1-Y).

Okreélenie ogdlnej prawidtowosci stanie sig mozliwe po dwukrotnej zmianie znakéw
przed nawiasem i w nawiasie w drugim 1 trzecim skladniku iloczynu:

n

2P UK # XD =) (9.18)

i=1

W podobny sposéb mozemy mozna wyprowa-
dzi¢ wzdr na pole wieloboku, tworzac sume pél tra-
pezéw o podstawach réwnolegtych do osi y.

2P = (Y + ) (X,—Xo)+
+(Y3+Y2)(Xo—X3)—( Yo+ Y3)(Xe—X3)—(Y; + V) (X1—Xa).

Po odpowiednich przeksztalceniach i uogdl-

: e > nieniu oznaczen otrzymamy wzor:
0 Y, ; Y 43 Y- 2 Y

Rys. 9.6. Wspoirzedne X, Y PN A NX. - X 19
wierzchotkéw wieloboku Z( i T XX ) G

i=1

Wzory (9.18) i (9.19) na obliczenie pola wieloboku ze wspéirzednych nosza nazwe
wzoréw trapezowych.

Wzory Gaussa-L’Huiliera, nazywane tez krétko wzorami Gaussa, wyprowadza si¢
w oparciu o wzory trapezowe. Dla czworoboku rozpisany wzér (9.18) przyjmie postac:

2P=(X>+X,) (Yo=Y 1) +(X3+X5)(Y3-Y2) HX e+ X3)(Ya=Y3) (X1 +X)(Y - Ya).
Po wymnozeniu wyrazéw wystepujacych w nawiasach otrzymamy:
2P=X, Y, 161X Y + Ko Vs o+ T5-Xa Vo + X V26T 54X - X Vs + Xo Y T 6T - X0 Vs

za$ po dokonaniu redukcji i uporzadkowaniu pozostatych sktadnikéw wedtug wzrastaja-
cych wskaznikéw przy X bedzie:
2P = X (Y- Y)+X5(Y3-Y )+ X3(Ys-Y2)+Xo(Yi-T5).

Po uogdlnieniu powyzszych oznaczen dla dowolnego wieloboku otrzymamy zapis:
i+l

QP =YX, (Y = Ye) (9.20)
i=1

W podobny sposéb mozna takze uzyska¢ drugi wzér Gaussa, dokonujac podobnych
przeksztatcen w oparciu o wzér (9.19):

2P =YY (X = Xp) 9:21)
i=l




Kontrole obliczen réznic wspdirzednych zawartych w nawiasach wzoréw (9.20),
(9.21) stanowi zerowanie sie sumy tych réznic, ktére spetniaja w tym wypadku analogicz-
ny warunek jak przyrosty wspoirzgdnych w ciagu poligonowym zamkmguym:

ZXXHN‘XH):O
i=1 {9:22)

Z(Ym ~Y ,)=0
7=t

Dokonujac numeracji wierzchotkéw wieloboku, a takze ustalajac kolejnos¢ punktéw
przy zestawianiu poszczeg6inych iloczynéw: X(Yis; Yu), YiXis Xa), wskazany jest wy-
bér kierunku obliczen zgodnego ze wskazéwkami zegara (w prawo). Dla kierunku od-
wrotnego (w lewo) ze wzoru (9.20) otrzymamy pole ujemne, a ze wzoru (9.21) — pole do-
datnie.

Wzory Gaussa sa powszechnie stosowane do obliczania pdl zaréwno w ramach me-
tody analitycznej, jak i w metodzie graficznej. W pierwszym przypadku wspéirzedne
wierzchotkéw wieloboku otrzymuje sie z miar terenowych np. katéw i bokéw wieloboku,
ktéry nastepnie obliczamy jako ciag poligonowy zamkniety, punktéw przecieé prostych,
domiaréw prostokatnych lub biegunowych. W drugim przypadku wspdtrzedne sa uzyski-
wane graficznie z mapy w ramach tzw. digitalizacji opartej o wystgpujace na mapie ele-
menty zwiazane z ukladem wspéirzednych tj. godlio arkusza, ramke sekcyjna, siatke kwa-
dratéw i jej opis.

Jesli wielobok zostat zdjety metoda ortogonalna na pojedyncza lini¢ pomiarowa,
wtedy jako wspdirzedne prostokatne wierzchotkéw do obliczania pdl wzorami Gaussa
moga by¢ wykorzystane odcigte /, traktowane jako wspéirzedne X i rzedne A, speiniajace
role wspétrzednych Y. Nalezy przy tym pamigta¢ o nadaniu domiarom [/, & wiasciwych
znakéw. Ujemna wspéirzedna [ wystapi tylko wtedy, gdy rzut danego wierzchotka znajdu-
je sie na przedtuzeniu linii pomiarowej, poza jej punktem poczatkowym. Znaki wspdtrzed-
nej h sa zwiazane z polozeniem rzutowanych punktéw wzgledem kierunku wzrostu miar
biezacych na linii pomiarowej. Rzedna w prawo otrzymuje znak plus, natomiast rzedna
w lewo — znak minus. W praktyce wynikéw posrednich obliczen tj. réznic wspéirzednych,
a tym bardziej poszczegdlnych iloczyndw wchodzacych w sktad sumy I, najczesciej nie
notuje sie oddzielnie, lecz zapisuje W pamigci urzadzenia liczacego.

Duze ulatwienie podczas wyszukiwania w tabeli ze wspéirzednymi wartosci potrzeb-
nych do utworzenia kazdego iloczynu stanowi szablon z wycietymi okienkami dopasowa-
nymi do wymiaréw komérek tabeli (rys. 9.7). W ustawieniu a) szablon ulatwia tworzenie
iloczynéw wystepujacych we wzorze (9.20), zas w pozycji b) (po odwrdceniu szablonu na
druga strone) — iloczynéw wzoru (9.21). Po wyszukaniu i wpisaniu danych dia okreslone-

go iio’cz'ynu, przesuwamy szablon o jeden wiersz tabeli w dét, odstaniajac w ten sposéb
wartosci wspdtrzednych potrzebne do obliczenia kolejnego iloczynu.
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Rys. 9.7. Szablon usprawniajacy cbliczenie pola wieloboku na podstawie wzordw Gaussa




